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Résumé.-Dans ce travail nous généralisons, dans le contexte des faisceaux, un résultat classique 
de Grothendieck concernant l'intégrabilité des connexions de type (0, 1) sur un fîbré vectoriel 
C°° au dessus d'une variété complexe. En introduisant la notion de faisceau <9-cohérent, qui est 
une notion qui vit dans le contexte nous montrons l'existence d'une équivalence (exacte) 
entre la catégorie des faisceaux analytiques cohérents et la catégorie des faisceaux ô-cohérents. 
La difficulté essentielle de la preuve de ce résultat consiste à résoudre un problème différentiel 
quasi-linéaire dont le terme principal est un opérateur d usuel. La solution de ce problème est 
obtenue en utilisant un schéma de convergence rapide de type Nash-Moser. Un autre ingrédient 
important pour la conclusion de la preuve est un résultat profond de Malgrange qui affirme 
la fidélité plate de l'anneau des germes des fonctions C°° à valeurs complexes en un point, sur 
l'anneau des germes des fonctions holomorphes en ce point. 

Abstract.-In this work we give a generalization, in the context of sheaves, of a classical re- 
suit of Grothendieck concerning the integrability of connections of type (0, 1) over a C°° vector 
bundle over a complex manifold. We introduce the notion of 9-coherent sheaf, which is a C°° 
notion, and we prove the existence of an (exact) équivalence between the category of cohérent 
analytic sheaves and the category of 9-coherent sheaves. The principal difficulty of the proof is 
the solution of a quasi-linear differential équation with standard d as its principal term. We are 
able to find a solution of this differential équation, using a rapidly convergent itération scheme 
of Nash-Moser type. We also use a deep resuit of Malgrange asserting that the ring of germs of 
complex differentiable functions at a point is faithfully fiât over the ring of germs of holomorphic 
functions at the same point. 

1 Introduction 

Le résultat de Grothendieck mentionné dans le résumé (voir |Ko-Malj ) affirme qu'un fibré 
vectoriel complexe différentiable au dessus d'une variété complexe, qui admet une connexion d 
de type (0, 1) telle que d 2 = 0, possède une structure de fibré vectoriel holomorphe. En autres 
termes, en utilisant l'équivalence entre les notions de fibré vectoriel et de faisceau localement 
libre sur une variété, on a que le noyau de la connexion d est un faisceau de O-modules lo- 
calement libre. Le point essentiel de ce résultat consiste a prouver l'existence d'une solution de 
l'équation différentielle quasi-linéaire g~ 1 d J g = A (où <9, est la (0,l)-connexion canonique sur 
le faisceau des fonctions C°° et A représente la (0, l)-forme de connexion locale de 3) avec la 
condition d'intégrabilité BjA + A A A = 0. Nous généraliserons cette équation pour prouver 
notre caractérisation différentielle laquelle introduit comme objet nouveau la notion de faisceau 
ô-cohérent. Précisément un faisceau ô-cohérent est un faisceau G de modules de fonctions C°° à 
valeurs complexes, muni d'une connexion d de type (0, 1) telle que d 2 = 0, et qui admet locale- 
ment des résolutions de longueur finie, par des modules de fonctions C°° à valeurs complexes. 
Notre caractérisation affirme essentiellement que le noyau de la connexion d est un faisceau ana- 
lytique cohérent. On aura alors une équivalence exacte (l'exactitude est due à la fidélité plate de 
l'anneau des germes des fonctions C°° à valeurs complexes sur l'anneau des germes des fonctions 
holomorphes, voir |Ma,lj ) entre la catégorie des faisceaux analytiques cohérents et la catégorie 
des faisceaux 9-cohérents. La difficulté essentielle de la preuve consiste à montrer que quel que 
soit le choix de la résolution locale du faisceau G-, on peut trouver au voisinage de chaque point 
de l'ouvert sur lequel on considère la résolution locale, une autre résolution locale constituée 



de matrices holomorphes. En d'autres termes on cherche une résolution locale admettant des 
formes de connexion nulles. Pour atteindre cet'objectif on introduit la notion de recalibration, 
laquelle généralise la notion classique de changement de jauge pour les formes locales d'une con- 
nexion de type (0, 1) intégrable sur un faisceau localement libre. La notion de recalibration ne 
représente rien d'autre que une action d'un semi-groupe sur l'ensemble des formes qui représen- 
tent localement la condition d'intégrabilité de la connexion 8. La notion en question permet de 
traduire notre problème en terme d'un système différentiel quasi-linéaire dont terme principal 
un opérateur 8 usuel. Les conditions d'intégrabilité de ce système ne sont rien d'autre que les 
expressions locales de la condition d'intégrabilité de la connexion 8. Les solutions du système 
différentiel seront obtenues à l'aide d'un procédé itératif de type Nash-Moser, dont chaque étape 
est déterminée par une recalibration obtenue en fonction de l'étape précédente. La preuve de 
l'existence de solutions du système différentiel en question est exposée dans la sub-section (3.4), 
qui constitue la partie essentielle de la preuve de notre caractérisation des faisceaux analytiques 
cohérents. La technique qui consiste à utiliser des schémas itératifs pour montrer l'existence des 
solutions de problèmes non linéaires est désormais bien connue en analyse complexe. On cite par 
exemple les travaux de Webster [We-lj et |We-2j . qui utilise des techniques de type Nash-Moser, 
(voir |Mos-lj et |Mos-2j ) pour prouver l'existence des solutions de deux problèmes différentiels 
fondamentaux en géométrie complexe. L'ingrédient final qui permet de conclure notre preuve est 
le résultat profond de Malgrange cité précédemment, lequel permet aussi une généralisation du 
théorème de Dolbeault au cas des faisceaux analytiques cohérents (9-cohérents). Enfin on remar- 
que aussi un résultat d'intégrabilité pour les connexions des faisceaux admettant des résolutions 
locales de longueur finie sur les variétés différentiables. 



2 Faisceaux <9-cohérents sur les variétés complexes 

Soit (X, J) une variété complexe, où J est le tenseur, supposé intégrable, de la structure 
presque-complexe. On désigne par £x le faisceau des fonctions C°° à valeurs complexes, par £^ q 
le faisceau des (0, g)-formes et par 8 } G Hom 0x («S"^ 9 , £^ q+1 )(X) la composante de type (0, 1) de 
la différentielle. Sur tout faisceau T de C^-modules on peut considérer la connexion canonique 

8 T := \ F ® Qx 8 3 : T ® 0x £ / — > T ® 0x £^ q+1 

qui est vue comme une connexion de type (0, 1) sur le faisceau de £x-modules J 700 := F® 0x £x- 
De manière générale, sur un faisceau G de £x-modules il suffit de donner un morphisme de 
faisceaux de groupes additifs 8 : G — > G <8> £x £*x tel que 8(g ■ f) = (8g) ■ f + g <S) Bjf, g G G x , 
f G £x,x, pour déterminer de façon univoque une connexion 8 de type (0,1) sur le complexe 
(G (£> £x £x q )q>0- ^ n e ^ e ^ on Peut définir l'extension 8 : G (£> Ex £x Q — * G ® £x £^ q+l par la 
formule classique 

(âw)(£o, ...,£,) := Y. C-i) i ^(& J -»ë.->^))(^) + 

0<j<q 

+ (-l) i+ ^(fe,6],eo,-,^,-,£,-,Ç g ) 
o<j<fc<<? 

avec lu G {G® £x £°x q ){U) et Çj G £(T X ^)(U), sur un ouvert U quelconque, ou de façon équivalente, 

par la règle de Leibniz 8(g (8) a) := 8g A a + g <S> 8 3 a avec g G G x et a G £^x x P our tout 
x G X. La donnée d'une connexion de type (0, 1) sur G détermine aussi le tenseur de courbure 
de la connexion qu'on notera Qg G (£nd £ (G) ® £ £^ 2 )(X) et que on défini par la formule 

©SCM • S ■= (9 2 gM,v) avec g G G(U) et \, v G £{T°/)(U). On note de plus £ 5 • g := 8g(0 la 
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dérivée covariante de la section g calculée le long du champ £ et on remarque que la première 
définition de l'extension de d implique de façon triviale la formule 

ia ■ (va -a) - va - (És • a) = [£, vis- 9 + v) ■ 5 

où [£,t/] G <S(T^' 1 )(L r ), grâce à l'hypothèse d'intégrabilité du tenseur de la structure presque- 
complexe J G C°°(T X <8> R Tx)(-X"). Le tenseur de courbure @q exprime donc le défaut de commu- 
tation des dérivées covariantes secondes des sections de G le long des champs de type (0, 1). Nous 
porterons un intérêt particulier aux connexions de type (0, 1) intégrables, c'est à dire aux connex- 
ions telles que d 2 = 0. La formule précédente caractérise alors ce type de connexions (0, 1) comme 
étant celles pour lesquelles les dérivées covariantes secondes, calculées le long de deux champs 
qui commutent, commutent egalément. En termes explicites on a l'égalité (jig-g) = rjg- (Çg-g) 
S1 [£> v] = 0- Un exemple de (0, l)-connexion intégrable est évidement la connexion d T introduite 
précédemment. Avant d'énoncer le résultat qu'on se propose de démontrer, on remarque que si 
T est un faisceau analytique cohérent, on dispose d'un diagramme commutatif dont toutes les 
directions horizontales et verticales sont exactes. 







<pi 



Q®Pl 

u 



<P2 















foc fOl^^Og, c0 2 



<Pl 



<P2 



^® 1(0,1) 



0,l\©po 



<Pl ® 1(0,1) 



¥>2 ® 1(0,1) 



i> ® 1(0,2) 



0,2 \ ©po 



£®Pi ■' , (£0,1-) ©pi "/ ( ^?0,2^©pi 



<Pl ® 1(0,2) 



¥2 <8> 1(0,2) 



<Pm-l 



U 



<Pr, 



(n®Pm 

u 



fm-1 



CWPm-l 



d 

£©Pm ZI 



if m ^l (g) 1(0,1) 



8 

0,l\ffip m -l ZI 



0,1 \©Pm 



W) 



ip m -l (g) 1(0,2) 



0,2\©p m _i 



¥m <8> 1(0,2) 



0,2\®p„ 



K 2 ) 





La raison de l'exactitude est la suivante. Le théorème des syzygies implique qu'on peut choisir 
une O-résolution de longueur finie du faisceau analytique cohérent T comme celle du dia- 
gramme précédent. Ensuite la platitude de l'anneau £ Xx sur l'anneau Xx (voir l'ouvrage de 



3 



Malgrange jMalj) implique l'exactitude des autres flèches verticales. L'exactitude du dernier 
complexe ((S® ,q )® Pm ;dj) q >o implique l'exactitude du complexe (TZ £ (ip m -i) ® £u S^ q ;dj) q >o où 
T^ifm-l) désigne le faisceau des relations de <p m -i sur le faisceau S x . En procèdent par récur- 
rence décroissante et en utilisant l'exactitude des complexes en dj et l'exactitude des flèches 
verticales on obtient finalement l'exactitude du complexe (J 7 ^ ® £ £^ q ]d T ) q >Q. De manière 
générale on a la caractérisation différentielle suivante. 



Théorème 1 Soit X une variété complexe et soit G un faisceau de Sx -modules, muni d'une 
connexion d : G — ► G ®s x de type (0, 1) telle que d 2 = 0. Si de plus le faisceau G admet 
localement une £ -résolution de longueur finie, alors le faisceau de Ox -modules Kerd C G est 
analytique cohérent, on a les égalités G = {Kerd) ■ Ex — (Kerd) ®o x Sx et la connexion d 
coïncide, à isomorphisme canonique prés, avec l'extension naturelle d Ker Q associée au faisceau 
analytique cohérent Kerd. 

Considérons maintenant la définition suivante. 

Définition 2.1 Un couple (G, d) = Gq où G et d vérifient les hypothèses du théorème 1 est appelé 
faisceau d-cohérent. Un morphisme f : Ag 1 — > Bg 2 de faisceaux d-cohérents est un morphisme 
de faisceaux de Sx -modules telles que le diagramme suivant soit commutatif 

A ► B 

Dans le cas des faisceaux de £x-modules inversibles qui admettent une connexion do de type 
(0, 1) telle que o 2 = on sait que toutes les connexions de ce type, et seulement celles ci, sont 
de la forme do + A® où A G £ X ,1 (X) est une (0, 1) -forme ^-fermée. 

Le théorème 1 et la fidélité plate du faisceau Sx sur Ox montrent que sur une variété complexe 
on a une équivalence exacte entre la catégorie OCoh des faisceaux analytiques cohérents et la 
catégorie <9Coh des faisceaux ô-cohérents. Plus explicitement on a le foncteur oo qui agit de la 
façon suivante 

T G OCoh Tf G ôCoh 

tp£Hom (A,B) ^ (p®IeHom(Af ,Bf) 

G B G 9Coh ^ Kerd G OCoh 
ip £ Hoi7i(Aq 1 ,Bq 2 ) ^ ip\_. G Hom 0x (Kerdi,Kerd2) 

Une conséquence immédiate de l'équivalence exacte précédente est l'existence d'une équivalence 
exacte entre la catégorie des faisceaux d'idéaux de fonctions holomorphes cohérents et la catégorie 
des faisceaux d'idéaux J Ç Sx de fonctions C°° à valeurs complexes admettant des ^-résolutions 
locales de longueur finie, qui sont stables par rapport aux dérivations le long des champs de 
vecteurs de type (0,1), autrement dit les faisceaux d'idéaux J Ç Sx tels que pour tout germes 
de (0,l)-champs £ G S(T^ 1 ) X on a l'inclusion ^.J x Ç J x , pour tout point x G X. En termes 
plus concrets, si on se donne un faisceau d'idéaux J Ç Sx de fonctions C°° à valeurs complexes 
admettant des S -résolutions locales de longueur finie, on a que le faisceau d'idéaux J n Ox est 
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analytique cohérent si pour un choix arbitraire de repaires locales (£1, ...,£ n ) G £(Ty 1 )® n (ï7) et 
de générateurs (^i, ■■■,ip p ) G J® P {U) on a pour tout x E U, l'existence de germes de fonctions 
G qui vérifient les égalités £ k)X .^ i)X = Y!j=i fk,l,j ■ ^j,x • On remarque enfin que la 
cohomologie des faisceaux cohérents (9-cohérents) sur une variété complexe peut se calculer, 
grâce à l'isomorphisme fonctoriel de De Rham-Weil (voir par exemple l'ouvrage de Demailly 
[DemJ) par la formule suivante : 

H«(X,g § ) := Hi(X,Kerd) * H«(T(X,G ® £x £°/);B) 

qui constitue une généralisation du théorème de Dolbeault. Un cas particulier (ou une générali- 
sation si on veut) de la formule précédente est la suivante : 

H*(X,g § ® £x £f ) := H*(X, (Kerd) ® 0x OÇP x )) * H\T{X,Q ® £x £ P /YA) =■ H™(X,g 8 ) 



'J.v 

avec „ (-1)^, G d ^ £j£ := (G ® £x Sf , B n ) et % : Q ® £jf £ p / — Q ® &x £ p / définie 



par la règle de Leibniz . 

3 Preuve du théorème 1 

3.1 Première étape : expression locale de la condition d'intégrabilité B 2 = 0. 

Nous commençons par prouver le lemme élémentaire suivant. 

Lemme 3.1.1 Soit X une variété complexe et soit Q un faisceau de Ex-Modules. 
(A) Supposons que le faisceau G admet des £ -présentations localement finies et soit 

rffipi J£_± rœpo jK n __v n 

une £ -présentation au dessus d'un ouvert U. Alors l'existence d'une connexion B de type (0, 1) sur 
le faisceau G, telle que B 2 = 0, implique l'existence de matrices lo s, ° G M PstP3 (£ x 1 (U)), s = 0, 1 



1(7 

Pi,Po\ L Y 



et lu ' 1 e M pupo (£^ 2 (U)) telles que dip = ip ■ u°>° et 



9/ +/ A/ = V . W °' 1 (2) 

Réciproquement l'existence de matrices u s > , s = 0, 1 et lu ' 1 qui vérifient les relations (1) et (2), 
implique l'existence d'une connexion B de type (0, 1) sur le faisceau £/, telle que Bip = ip ■ lu 0,0 
et B 2 = 0. 

(B) Supposons que le faisceau G admet des £ -résolutions locales de longueur finie et soit 

— > f®P™ f®Pm-l ^ >m - ) 1 . . . Jf^ C®P1 Jf]_^ C®p Q _^ n 

U U U U y |(7 

une telle £ -résolution. Alors l'existence d'une connexion B de type (0, 1) sur le faisceau telle 

que B 2 = 0, implique l'existence des matrices u> s,k G M Pg+kiPs (£ x k+1 (U)) pour s = 0, ...,m et 
k = —1, ...,m — s telles que si on utilise l'identification <p s = oj s ~ et les conventions formelles 
0, uj~ l 'i := et u> s ' k := si s > m + 1 ou k > m — s + 1, on aura les relations 



Ll) 



0,-1 ._ 



dip = ip ■ uj°'° et 

fc+i 

B,^ k + Y, {-l) k ~ j oo s+j ' k ~ j A L0 s ' j = (3) 
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pour tout s = 0, m, et k = — 1, m — s, (s, k) / (0, —1). 

Réciproquement l'existence des matrices oo s,k qui vérifient la relation (3) implique l'existence 
d'une connexion 8 de type (0, 1) sur le faisceau telle que 8ip = ip • uj°'° et 8 2 = 0. 

Preuve de (A). La ^-présentation de considérée dans l'hypothèse implique l'existence des 
^-présentations 

{£ o, T n _^ {£ o, qrPo _^ ^ £ 0,1 _^ o 

pour q > 0. On aura alors l'existence d'une matrice a; 0,0 G M P0jP0 (^ 1 (f7)) telle que 3tp = tp-uj 0,0 . 
En appliquant la connexion 8 à l'identité ipoip = on obtient ^(ôj^+o; ' • 99) = 0. L'exactitude 
des ^-présentations précédentes, implique alors l'existence d'une matrice uj 1,0 G M PlyPl (£^ 1 (U)) 
telle que la relation (1) soit satisfaite. On obtient alors le diagramme commutatif suivant, ayant 
des flèches verticales exactes : 



— \ ®s v £°/ — G 



\jj tjj U 



1> 



tp <g> I(o,l) 



^ ® 1(0,2) 



£®P0 ~ 



8 T +ùj°'° 



O,1n0Po _£ 



d r +ÙJ°> 



o,2\ep 



¥>1 ® 1(0,1) 



V?l ® 1(0,2) 



d 7 +c/'° 



o,i\epi i£ 



<9 r +c/'° 



o,2^epi 



L'hypothèse d'intégrabilité ér = implique tp(8jUJ 0,0 + A uj 0,0 ) = 0, d'où l'existence d'une 
matrice uj ' 1 G M Pl:Po (£^ 2 (U)) telle que la relation (2) soit satisfaite. 

Pour prouver la réciproque dans la partie (A), il suffit de considérer la connexion quotient 8 
obtenue par la connexion 8 3 + w 0,0 A •. 

Preuve de (B). Pour (s, k) = (1, —1) et (s, k) = (0, 0) la relation (3) exprime les relations (1) et 
(2) prouvées dans la partie (A) de la preuve du lemme. En applicant l'opérateur dj aux identités 
(ft-i <Pt = on obtient inductivement, de la même façon utilisée pour obtenir la relation (1), 
l'existence d'une matrice oj s '° G M Pa , Ps (£^ 1 (U)), s = 1, ...,m telle que 8 J (p s +uj t ~ 1,0 -ip s = yv^*' 
. Ces relations constituent les relations (3) pour (s, —1), s = 1, ...,m. On va montrer maintenant 
l'existence des matrices u> s ' k , k > 1 qui vérifient la relation (3) à l'aide du procédé récursif 
triangulaire suivant. Pour un couple (s, k), s = 0, m — 1 et k = 1, m — s on suppose avoir 
déjà défini oj a,K pour a + k < s + k, n < k + 1, et on applique l'opérateur <9, à l'expression 
(3 Sj fc_i) pour k > 1. On obtient alors la relation suivante : 

^ (^fc-j-i^+j.fc-j-i A u s ' j - Y, u^'i- 1 A 3^ = 
i=-i j=-i 
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En explicitant les termes djU*'* dans la relation précédente (qui bien évidemment, grâce à 
l'hypothèse de récurence précédente, vérifient (3 #)# ) pour les indices voulus) on obtient : 

k 

3=-l 
k k—j—l 

+ 12 (-l) r+1 uj s+j+r ' k - j - 1 - r Aoj s+j > r Acj sj ' + 

j=-l r=-l 
k-1 j+l 

+ Yl (-l) j ~ r uj s+j ' k - j - 1 A u s+r >i- r A w s ' r - u 8 ^- 1 A d,uj s > k = 
j=-l r=-l 

En faisant le changement d'indice f = j + r, r' = j dans la deuxième somme et en rappelant 
que w 5-1 ' -1 A a/' -1 = on obtient : 

k 

^s+k-i A (Q jU s,k + £ (-i)^v+^-j'aw sj ) = 

3=-l 

L'hypothèse d'exactitude nous permet de choisir u; s ' fc+1 telle que la relation 

k 

d 7 0J s ' k + Y {-l) k ~ j 0J s+j ' k ~ j A oj s ' j = u s+k+1 '- 1 A u s ' k+1 

3=-l 

soit satisfaite. Ce type de récurrence peut se visualiser grâce au tableau suivant : 



k 
m 




m s 

FlG. 1 - 



L'hypothèse de finitude de la longueur des ^-résolutions locales de G permet d'arrêter ce procédé 
après un nombre fini d'étapes. On a donc prouvé la première implication de la partie (B) du 
lemme. Le réciproque dans la partie (B) est évidemment une conséquence banale de la partie 
(A) du lemme. 

La figure 2 montre les matrices u> s ' k qui sont représentées par des flèches dans le diagramme 
suivant lequel représente le complexe déterminé par la ^-résolution locale (<p, V) dans le cas de 
longueur m = 4. 

Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la relation (3) pour (s, k) = 
(1, 2), dans le cas de longueur m = 4. 
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1 2 3 4 5 



Pi 



P2 



P3 



Pi 







































Vu, 1 ' 3 





FiG. 3 - 
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La liberté homologique qui caractérise le choix des matrices ui s ' est exprimée par une action 
de semi-groupe qui aura une importance considérable dans la preuve du théorème 1 et que on 
expose dans la deuxième partie de la preuve. 

Remarque. A partir de maintenant le lecteur doit tenir compte du fait que certains des calculs 
et formules qui suivront n'existent pas dans le cas de longueur m = de la «^-résolutions locale, 
autrement dit dans le cas des faisceaux localement libres. Cependant les calculs qui survivent ont 
encore sens et ils font partie de notre preuve (différente de la preuve donnée par Grothendieck) 
dans ce cas. On utilisera aussi la convention qui consiste à négliger les termes d'une somme ou 
d'un produit si l'ensemble des indices sur lesquels on effectue ces opérations est vide. 

3.2 Deuxième étape : le formalisme du procédé itératif. 

Dans cette partie on se propose de présenter un formalisme utile pour la suite. On commence 
avec les définitions suivantes. On pose par définition 

F (U):= GL(p 8 ,£ x (U)) 

s=0,...,m 



Définition 3.1 La classe [<p,if>] de £ -isomorphisme de la £ -résolution locale {<p,ip) est l'ensemble 
des £ -résolutions locales (<p,ip) de longueur m au dessus de l'ouvert U pour lesquelles il existe 
g G r(i f 7) tel que le diagramme suivant soit commutatif. 











g m l 

£®p 



&* t C0P1 jgl , C0PO t 

u u 



¥>2 



91 



£®P1 



<Pl 



.90 



£©f>0 



\u 

I 



y, 



'lu 
-1 











On a alors que [<p, ip] = {((p g , ip g )\g € T(U)} où ip g := ip ■ g et ip s , g := g s _ 1 • <p s ■ g s . Ensuite on 
désigne par 

n(U, l p g ^ 9 ,d)c M Ps+k , Ps (£°/ +1 (U)) 

s=0,...,m 
k=—l,...,m—s 
(s,fc)^(0,-l) 

l'ensemble, non vide par l'hypothèse d'exactitude de la «^-résolution locale constitué par 

les éléments uj = (w s,fc ) s , fc , uj s ' k G M P3+ktPs (£^ k+1 (U)) tels que u"' 1 = <p. t9 , d^ g = ip g - a; ' et 
la relation (3) soit satisfaite. Ensuite on définit la "fibration" 

n(u,[ v ,^],d) -.= [] n(u,<p g ,ii> g ,d) 

gerçu) 

au dessus du groupe T(U) et l'ensemble des paramètres au dessous de l'ouvert U 

P(U):= M Ps+k , Ps (£°/(U)) 

s=0,...,m 
k=0,...,m—s 

constitué par les éléments r? = (v s > k )s,k, V s ' k G M p s +k,Ps(£°x k ( U )), tels Q ue ^>.+V 8fi G GL{ Ps ,£ x {U)), 
s = 0, ...,m. On munit V(U) de la loi de semi-groupe donnée par le produit extérieur des 
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paramètres qu'on définit de la façon suivante ; si 771, 772 G V(U) on désigne par 771 A 7/2 G "P(^) 
le paramètre dont les composantes sont définies par la formule 

k 

I h \s,k s,k . s,k , \ * s+j,k—j . s,j 

3=0 

L'élément neutre de cette loi est le zéro. Considérons maintenant l'application 

R:V(U) xn(U,[<p,^],d) — Q(U,[<p,il>],d) 

(r},u) 1 — ► uj. n 

où les composantes de uo n sont définies par récurrence sur k, pour tout les indices s = 0, ...,m, 
/c = —1, m — s, (s, k) 7^ (0, —1) par la formule 

_ x fe+i fe-i 

w *> fe = (^I ps+fc + r/ s+fc '°) • (dj^ + ^ w'+J'^-J A if* - Y, {-l) k - j ri s+j > k ~ j A w'* + ù/' fc ) (4) 

3=0 j'=-i 

Dans l'expression précédente on utilise les définitions formelles ^ s ' m_s + 1 := 0, r/ -1 '-' := et 
^,-1 := g. On appelle i? application de recalibration et on dit que uj^ est la recalibration de u 
avec paramètre de recalibration r\. Dans la suite on utilisera aussi les notations g s = g s (rj) '■= 
I Pa + 77 s '°, ip n = ipgfr,). Avec la première notation on a évidement = ^'\~y Le diagramme 

1 2 

suivant montre les matrices qui interviennent dans la définition de cj v ' dans le cas où la longueur 
de la résolution est égale à 4. 

12 3 4 

PO 
1,-1 

3,' 
! Pi 

P2 
Pi 
P4 

FlG. 4 - 

Le lecteur peut alors essayer d'avoir une perception visuelle de la formule de recalibration (4). On 
remarque aussi que si a; G Q(U,<p,îp,d) alors pour tout 77 G V(U), la recalibration R(ï],uj) = uj ti 
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de lo détermine le diagramme commutatif suivant 








a 



4> v 



cffipo 



3, 



UJr, 



.1,-1 



0,1 



V'r, ® 1(0,1) 



\u t u u 



0,2 



0,0 



0,0 



o,i\epo 



K 1 ) 



J ' V 



(0,1) 



1,0 



V'r, ® 1(0,2) 



0,2 \ ©po 



col' 1 (g) I 



(0,2) 



0,2\©pi 



Si on désigne par Vq(U) C V(U) le sous-ensemble des paramètres tels que rj' , ° = on a que la 
restriction de la recalibration Ro : Vq(U) x Çî(U, [(p, d) — > Q(U, [if, ip],d) est une application 
fîbrée qui mesure la liberté homologique qui caractérise le choix des matrices oj*'* relativement 
aux ^-résolutions locales (<p g ,ip g ), g £ r(C7). Avec les notations introduites précédemment on a 
la proposition suivante. 

Proposition 3.2 L'application de recalibration R est bien définie et constitue une action de 
semi-groupe transitive sur l'ensemble Q(U, [ip,ip],d) 

Preuve. Nous commençons par prouver que l'application R est bien définie. On prouve d'abord 
les relations Bi/j v = i/j v ■ En effet on a : 

diPr, = di\) ■ g + il) ■ ôr/ ' = V ■ {Bif>° + uj°'° A rj°'° + ù; ' ) = 



,0,0 



= V • (<V' U + w u ' u A r/ u ' u + lu 1 '- 1 A rf> 1 + uj^) = V„ ■ wjj 

On prouve maintenant que les matrices lu*'* vérifient la relation (3) pour l'indice k = 
autrement dit on veut montrer la relation : 



-1, 



On commence par développer le terme Boj^' , en utilisant la relation (3) pour l'indice k 
relativement aux matrices oj*'*. On obtient alors les égalités suivantes : 

djrf' 1 = -97-1 ■ dj9s-i ■ 97-i ■ w a,_1 ■ 9s + 
+97-i ■ dju"- 1 ■ g s + g~\ ■ uj*'" 1 ■ B j9s = 
= -97MB jrf- 1 ' + u"- 1 ' A r] s ~ lfi + u"- 1 ' ) ■ uj*'- 1 + 



• g7 1 (B J r) s '° + co s '° A rj s '° + uj s '°) 
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En rappelant que uj s 1 • uj s ' 1 = et en rajoutant et en soustrayant le terme — g s \ ■ uj s ' 1 ■ 
rj s ~ l < 1 ■ Ur/ 1 à la dernière expression de du^' 1 , on obtient : 

â , ,8,-1 _ , ,5-1,0 , ,S,-1 , 

+uj s ^ 1 ■ g^idjT] 3 ' + u s '° A rf>° + rf- 1 ' 1 A uo^'- 1 + lu 3 ' ) = 

On va montrer maintenant la validité de la formule (3) pour tous les indices, relativement aux 
matrices a;*'*, avec un procédé récursif analogue à celui qui nous a permis de définir les matrices 
lo*'*. Voici les détails de la récurrence. Pour un couple (s,k), s = 0, ...,m, k = 0, ...,m — s on 
suppose avoir déjà montré la relation 

K+l 

j=-i 

pour a = s, k = —l,...,k — 1. En développant le terme en d 7 de l'expression suivante on a 
l'égalité : 

k 

fe+i fc+i 



- W +fc '° A ^ k + djU a+i ' k - j A jf* - J2{-l) k ~ j u s+j ' k - j A 0,»^ 
i=o i=o 

fe-i fc-i 

{-l) k - j d T ri s+j ' k ~ j A w* J - ^ rf+it-i a + 9,0;*'*) + 



j=-i j=-i 
k 

+ J(-i)H^i,H Au « = (Al) 

En développant les termes 5jUJ s+: > ,k ~i et BjUJ^ 3 à l'aide respectivement des expressions (3) et 
(S^'- 7 ) on obtient : 

fc+i 



(Ai) = g;+ k ^ +k+1 '- 1 {d jV s ' k+1 + Y,u s+j > k+1 - j a n s ' j ) + 

3=0 

k+l k-j k 

+9s+k(Yl E (-l) k - j ~ r+1 uj s+j+r ' k - j - r A uj s+j ' r A rf' j - Y^{-l) k ~ j oJ s+j ' k - j A 8,7^ - 
j=0 r=-l j=0 

k k-1 j+1 

~ Ë (-l) fc " J 9j^ +J ' ,fc " j A < j +E E (-l)'-V +i,fc ~ j A w^ +rj '- r A uj s / + 8,0;*'*) + 



j=-l j=-lr=-l 

k 

+ x: (-^-^f^^A^ = (a 2 ) 
j=-i 
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En faisant le changement d'indice f = j + r, r' = j dans la première somme double et en 
développant les premiers facteurs u^ +J ' fc_: ' de la dernière somme on a : 



(A 2 ) = ff ; + V+ fc + 1 >- 1 (â J 7 ? s > fc+1 + £y+* fc +w a rf*) + g-^B^ 

3=0 

k j+l 

+ (-l) fc -' +1 07>' + ''>*-'" A (drf* +J2" S+rd ~ r A V S ' r ) + 

j=-l r=0 
k k-j+1 



j=-l r=0 



En rappelant que g s +j,o '■= Is+fc + r) s+ i'°, en décomposant les termes extrêmes de la somme 
J2r=o +l e ^ en décomposant les facteurs qui apparaissent dans les produits w s +j> k ~j a uj^ 
on obtient les égalités suivantes : 



fe+i 



(A3) = gjl k u s+k+1 '- 1 (d J r) s ^ +1 + J2u s+j ' k+1 ~ j Arf* - ^ (-l) ft+1 -^ s ^ +1 ^A^) + 

3=0 1 

+<77+^X'* + £ (-l) fc -^>' + ^ A ( (-l^V +rj '- r A < + 
j=-l r=-l 

+ E E(-i) fc - J 5;> s+j+r ' fc - j - r A^>A< = (a 4 ) 

j=—l r=l 

En faisant le changement d'indice f = j + r, r' = j dans la dernière somme double on a 
finalement : 



(A 4 ) = ^7+ fc w a+fc+1 >- 1 (9 J ^' fc+1 + ^w s+J - w - i Ai ) SJ - (_i)W-J^+i-J Aw y] + 

3=0 j=-i 

k 

+gj* k (dju 8 ' k + Y, (-1) H w s+j,H Aw sj ) = u^ +k+1 '- 1 A u'> k+1 
j=-i 

ce qui justifie la formule (3%j k ). On a alors qu'à la fin de cette récurrence toutes les matrices 
Wrç vérifient la relation (3^). Montrons maintenant que l'application R est une action de semi- 
groupe . On se propose donc de montrer la formule R(r/2,u> Vl ) =: w^i,^ = ^m^m Q m en termes de 
composantes s'exprime sous la forme w^rp = pour tout fc > — 1. On montre la formule 

précédente par récurrence sur k. On remarque que la formule est évidente pour k = — 1. En 
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explicitant l'expression de k->^ iJ)2 et en utilisant l'hypothèse de récurence on a : 

fe-i 



i i s ' k 



fc+1 



j=-i 



fc+i 



— (Ss+fc,l " 9s+k,2) 



s+j,k-j . s,j 



fc+1 fc-j+1 

+E E 



fe+i 



s+j+r,k-j-r « «s+j'.r . s 



3=1 



(1) 



k-j-1 

E E 

j=l r=-l 



fc-1 



E E (-l) fe -^+^,fc-^ A ^ A 4 ,j _ £ {-l)^g s+K1 ■ V s 2 + i> k -> A ^ AJ)2 + 

j=-i 



(2) 



fc+1 

+ (ô^î'* + E wS+j,fe_j A ,j - E (-i) fc -^î +J ' ,fc_J ' a < • ffs ,i) s i)2 ] = 



fc-i 



j=-i 



(1) 



(2) 



En rappelant l'expression du terme Bj(rji A r]2) s,h , en faisant le changement d'indice f = j + r, 
r' = j dans la première et deuxième somme double et en regroupant opportunément les termes 
on obtient : 



fc+i 

s,k , \ * , ,s+j,k—j 



(Bi) = {g s+k ,i ■ g s +k,2) i [d J (m^V2) s '' t + Y, UJ 



A (m A r) 2 ) s ' J +uj 



(i) 



fc-i 



3+1 



- E (-l) k - j vt +j ' k - j A fartf + E < r ' j ~ r A V S / + " S ' J 



m 



j=-i 



r=0 



(2) 



fc-1 



- E(-i) fe "Wfc,i-% +j ' fc_J A^ 



?7lA??2 



(30 



J=-l 



En utilisant l'hypothèse de récurrence et la définition des matrices co^ tV2 , on peut écrire le terme 
entre parenthèses rondes sous la forme suivante : 



3+1 



djV? + E < r ' 3 ~ r A + < = E (-l) J - r % +rJ_r A < Ar)2 + < AlJa 



r=0 



r=-l 
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On aura alors 



fc+i 

(B 2 ) = (g s+k ,i ■ gs+ki)- 1 [BAvi a m) s ' k + Y," s+j ' k ~ j a ( m a m y* + ^ k 

3=0 

k-1 j 

E\ i -i\k—r s+j,k—j . s+r,i—r . s,r 
2^ (-1) Vl A 7] 2 A UJ V [ AV2 - 

i=-l r=-l 



" E (-!)*"'' (^'^ + 'h '-' J ) A - E (-l) fe -^ s+fe '° A r?f A u# Af?2 

j=-i ' j=-i 



En faisant le changement d'indice j' = r, r' = j — r dans la somme double et en regroupant 
ce terme avec les deux dernières sommes, on obtient le terme cherché cot'^ Ar)2 . La transitivité de 
l'action R est complètement claire par les calculs qui ont permis de prouver que l'action même 
est bien définie □ 
On va considérer maintenant quelques formules utiles pour le procédé itératif de la convergence 
rapide qui sera exposé en détail dans la sub-section (3.4). On explique formellement les étapes 
du procédé itératif. On désigne par ujq := lo G Q(U, ip, tp, 8) le choix initial de lu. Au A;-ème pas 
du procédé itératif on suppose avoir obtenu l'élément u>k G £l(U, [ip,ip],d) et avoir déterminé le 
paramètre % +1 G V{U) en fonction de u^. On définit alors l'élément uj^+i '■= RiVk+i^k) = 
Wk,T)k+i- Si on pose par définition 

rj(k) := f\ r]j 

on aura la formule uik = u v (k), grâce au fait que la recalibration R est une action de semi- 
groupe. Si on pose par définition g(k) := g(rj(k)) G F(U) on aura que les composantes de g(k) 
sont définies par la formule 

9s(k) := JJ g s ,j 

0<j<k 

pour s = 0, ...,m, où gj := g(r/j). On écrit maintenant, à l'aide de cette dernière définition, les 
composantes ry(/c) s '*, t > 1 du paramètre rj(k) défini précédemment, sous une forme utile pour la 
convergence vers une solution d'un problème différentiel qu'on exposera dans la troisième partie. 



Lemme 3.2.1 . Pour tout entier k > 1 on peut écrire les composantes rj(k) s,t , t > 1 du 
paramètre rj(k) sous la forme 

= ( E E A W(r,r)(jr " 1) ■ rf^'^^ • <7 s+CT ( T , r ) (jV)" 1 ) ■ 9s(k) (5) 

tGA; JeJ fe (p(r)) l<r<p(r) 
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ou 



A t := l 



T G N* | Tj + Tj-l + , E T 3 = 1 

3=1 

p(r) := max{j | Tj / 0} 



J fc (p(r)) := {J G {l,...,&r (T) lii < - <3p(t)} 



p(r)+l— r 



p(r)-r 



<r'(r,r):= E r,- a(r,r):= E Tj 



3=1 



Remarquons que Jfc(p(r)) = si A; < p(r). 

Preuve. On remarque que l'expression (5) est évidente dans le cas k = 1,2. Il est immédiat de 
vérifier à l'aide d'une récurrence élémentaire la validité de l'expression (5) pour t = 1 et k > 1 
entier quelconque. Dans ce cas la formule (5) s'écrit sous la forme 



K 

vW' 1 = ( - 1) • »/f • gsur 1 ) ■ as{k) 



3=1 



On montre maintenant la validité de l'expression (5) en général à l'aide du procédé récursif 
suivant. On suppose vraie la formule (5) pour les composantes r](k)*'- \ j = 1, ...,t + 1 , k > 1 et 
on prouve la formule pour la composante r](k + En effet on a 



v (k + l) s ' t+1 :=( V (k)A Vk+1 ) 



s,t+l 



m^ 1 ■ 9s, k+ i + 9s +t+ i(k) ■ vitV + E ^r +j ' m_j A Cl 



3=1 



( E E •••)-^(^ + l)+5 s+ m(fc)-Ct 1 + 

T&At+i j£j k (p{r)) 



E E E A (-)A^-(fc)-^i = 

i=lTëA t+1 _ j JeJ k (p(r)) l<r<p(r) 



k-\-l 

(E^+m(i - 1) • ^f +1 • • 9s(k + 1) + 



+( E E ■■■)■*(*+!) + ( E E -)■ 

reA t+ i JeJ k (p(r)) TGA i+1 JeJ fc+ i(p(r)) 

P«>2 p(r)>2 j p{T) =fc+l 



fc+1 



(E^+i^- 1 )-^ m -^or 1 )-5 S (A: + i) + ( E E -) 

i=i ' reA t+1 JeJ k+1 (p(r)) 

P(r)>2 

ce qui prouve la formule (5) pour la composante rj(k + l) s '* +1 . □ 
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3.3 Troisième étape : formulation du problème différentiel. 



La partie principale de la preuve consiste à prouver l'existence, pour tout x G U, d'un 
voisinage ouvert V C U de x et g G r(V) solution du système différentiel 

' 5(il> ■ sd) = o 

(S) <| Bjfo^'tps-g.) =0 
s = 1, m 

Bien évidement résoudre ce système différentiel équivaut à trouver une autre «^-résolution de 
dans la classe [ip,ift], à partir de la S -résolution donnée (cp,ifi), de telle sorte qu'elle admet des 
matrices de connexion uj s '° nulles. Maintenant on va prouver les deux résultats suivants. 

Lemme 3.3.1 Pour tout choix de uj £ Q(U,(p,ip,d), l'existence d'une solution g G T(U) du 
système différentiel (S) est équivalente à l'existence d'une solution r\ G V(U), g = g(rj), du 
système différentiel quasi-lineaire 



(S) 



s.k 



k+l 
j=0 



k 

s ■ 



0, m 
0, m — k 



La proposition suivante permet de traduire notre problème en termes purement différentiels. 



Proposition 3.3 Supposons données des matrices u> s,k G M Pa+k:P3 (£^ K+1 (U)) , s = 0, ...,m, k 



■>o,k+l, 



-1, ...,m- 

- - 1 = UJ S 



s, (s,k) 7^ (0,-1) telles que uj 



S-1,-1 



8,-1 



0, s = 2, m ef 9 7 a; s 



' x • uj s ' , s = 1, ...,m. Alors, pour k > 0, /es relations (3 a fc) 



fc+i 



constituent les conditions d'intégrabilité du système différentiel (S). 

On remarque que si </?i = alors l'hypothèse d'intégrabilité <9 2 = s'exprime localement par la 
relation <9 



0,0 



+ w 0,0 Aw 0,0 = 0. Un résultat du à A.Grothendieck (voir |Ko-Malj que nous rede- 
montrerons d'une façon différente), assure alors l'existence, pour chaque x G U d' un voisinage 
ouvert V de x et de ho G GL(po,£(V)) telle que h^ Bjho = uj°'°. Bien évidement cette équation 
est équivalente à l'unique équation qui constitue le système (S) dans le cas m = 0, à condition 
d'identifier ho = go(v)~ ■ On obtient alors le diagramme commutatif suivant : 







(Ker d). 



' V 



Vu 



g® PO 







G,. ®,.. S?; 1 



d, 



Ipg <g> 1(0,1) 



lequel permet de conclure dans ce cas. Venons-en maintenant à la preuve du lemme 3.3.1. 
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Preuve du lemme 3.3.1. Soit g G r([7) une solution du système (£). On écrit les composantes 
de g sous la forme g s = I Ps + r] s '°. Avec ces notations le système (S) s'écrit sous la forme 



(Si) 



s -1 _ 

s = 1, m 



On rappel que les calculs utilisés pour montrer que l'application de recalibration R est bien 
définie, nous donnent les égalités 



,0,0a 



ds,— 1 



-UJ. 



s-1,0 s,-l 



- 1 i , ,«,0\ 



k s = 1, m 



L'hypothèse d'exactitude de la «^-résolution locale implique alors l'existence d'une matrice rp< 1 G 
Mpupo^x 1 ^)) telle q ue 

i=o 

(remarquons que la dépendance effective des matrices uj''° du paramètre rj est limitée aux 
composantes rj' ,k , k = 0,1). On a donc que l'équation du système (S), relative aux indices 
(s, k) = (0, 0) est satisfaite. On obtient alors à l'aide d'une récurrence croissante sur les in- 
dices s = 1, ...,m relatifs aux expressions précédentes des matrices BjU^ 1 et de l'exactitude de 
la «^-résolution locale, l'existence de matrices r/ Sîl G M P3+lyPs {£^(U)), s = 0, ...,m telles que 



LOr, 



s,0 



pour les indices en question. Ces équations ne représentent rien d'autre que le système 



différentiel quasi-lineaire 



A uj, 



(Si) < i=o 
( k = 0, m 

qui est évidement équivalent au système (E). On rappelle aussi que les calculs relatifs à la bonne 
définition de l'application de recalibration R, nous donnent les égalités 



j=-i 



fc+i 

= 5; + 1 ^ S+fc+1 ^ 1 (9 J r ? s ' fe+1 + 

J"=0 



On obtient alors à l'aide d'une récurrence triangulaire, analogue à celle qui nous a permis de 



choisir les matrices uj*'' dans la première étape de la preuve, l'existence des matrices rj s ' telles 
que u> s n ' k = pour s = 0, ...,m, k = 0,....,m. Le système formé par ces équations est bien 
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évidement équivalent au système (S), ce qui prouve le lemme. □ 
Venons maintenant à la proposition 3.3. On commence par prouver la nécessité des conditions 
d'intégrabilité pour le système (S). La suffisance de ces conditions sera prouvée dans l'étape 
suivante de la preuve du théorème 1. 

Preuve de la nécessité des conditions d'intégrabilité pour le système (S). On commence par 
prouver la validité des relations (3 #i fc), k > à l'aide d'une récurrence croissante sur k = 0, .., m. 
On rappelle que, le fait que par hypothèse on dispose des relations lo s ~ , ~ 1 -lo s, ~ 1 = 0, s = 2, m 
et (3 #; _i), combiné avec le fait que les équations du système (S), relatives aux indices (s,0) ne 
raprésentent rien d'autre que les équations u>^'° = 0, implique la validité des équations BjU^ 1 = 
0. On suppose par hypothèse de récurence la validité des relations (3 #J ) pour j = —1, k — 1. 
En utilisant la validité des équations du système (S) et en appliquant l'opérateur dj à l'équation 
relative aux indices (s, k) on obtient les égalités suivantes. 

fe+i 

= BjU s ' k ■ g s - (-1) A Bjn 8 ' + ^ d 7 oj s+j > k - j A n s > j - 

3=1 

fc+1 

- Y^{-l) k ~ j U S+j ' k ~ j A + {-lfBjrf- 1 ^ 1 A UJ S ^~ 1 = 

3=1 

fc+1 k-j+1 

= B 7 oJ s ' k -g s -Yl (-l) k - j - r u; s+j+r ' k - j ~ r A LO s+j ' r A rf* - 

j=l r=-l 

fc+1 

- Y,(-l) k ~ j u s+j ' k - j A djrfj + (-l) fc â J ^- 1 > fc+1 A uj^~ 1 

3=1 

En faisant le changement d'indice j' = j + r, r' = j dans la somme double on obtient 

fc+1 3+1 

= djUJ s ' k ■ g s - Y,(-l) k ~ j u s+j ' k - j A {d,n s ' j + ^ oj s+r ' j ~ r A n s ' r ) + 

j=0 r=l 
fc+1 

+{-l) k d,n s - 1 ' k+1 A uj s ^~ 1 = (d J iJ s ' k + J2i-l) k ~ j u s+j,k ~ j A ■ g s + 

3=0 

fc+1 

+ (-l) k (B J n s - 1 ' k+1 +Y j u s+j ' k ~ j Ai) s - lj+1 ) AwJ- 1 = 

3=0 



fc+1 

= (d J u 8 ' h + Y, {-l) k ~ j 0J s+j ' k ~ j Aw SJ ) 
j'=-i 

L'inversibilité de <7 S permet alors de conclure la preuve de la nécessité des conditions d'intégra- 
bilité (3 #) fc), k > pour le système (S 1 ). □ 
La proposition (3.3) nous suggère de considérer les définitions suivantes. On définit l'ensemble 

WP) C © M Ps+k , Ps (£°/ +1 (U)) 

s=0,...,m 
fc=— l,...,m— s 
(s,fc)^(0,-l) 
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V = {pi-, ■■■■>Pm), constitué des éléments u> = (u> s,t ) St t tels que lo s • 1 • u s ' 1 = et la relation 
(3) soit satisfaite. Si on dispose de matrices uJq~ G M PsltPs (£x(U)), s = 1, ...,m qui vérifient 
la relation écrite précédemment on peut définir l'ensemble 

m,^'- 1 ) := {u G fl(U,p) | 3g G r(Z7) : = wj; 1 } 

Les calculs relatifs à la proposition (3.2) permettent d'étendre la recalibration R à l'application 

: V{U) x O^u;*" 1 ) — ► niu,^ 1 ) 

laquelle est encore une action de semi-groupe. A partir de maintenant on va considérér plus 
généralement la recalibration en termes de l'application définie précédemment. Venons-en main- 
tenant à un préliminaire technique avant d'exposer la preuve de l'existence des solutions pour 
le système différentiel (S). 



Choix des normes et opérateur de Leray-Koppelman. 

A partir de maintenant on va supposer que U = -Bi(O) est la boule ouverte de C n de centre 
l'origine et de rayon unité. Si A G Mk t i(C) on définit la norme \\A\\ := sup î)6C ;!_r i ||^4v||/||u|| et 
si u = J2'\i\= q u i dzi est une (0,g)-forme à coefficients des (k, Z)-matrices à coefficients dérivables 
jusque à l'ordre h > 0, on définit une norme de Hôlder invariante par changement d'échelle 

IMIr.ft,^ : = Yl S \a\ rlal+q \\ dau l\\r,v 

\i\=q 

\a\<h 



OU 

\\f\\ r ,,:= sup ||/(*)[| + sup r^^âtJipï 
zeB r z,çeB r If - sir 

avec fj, G (0, 1) une constante fixé une fois pour toutes dans notre problème et (Sk)k>o C 
(0, oo), Sq := 1 est une suite de réels qu'on construira ensuite et qui vérifie l'inégalité 



S k < 



max 

\a+@\=k \ a 



a + /? x 1 ~ 1 



Sj Sk-j 



pour tout k > 1 et j = 1, k — 1 On remarque que si le dégrée q > 1 on a que la norme ||it|| r h g 
tend vers zéro lorsque le rayon r tend vers zéro. On désignera par Cq'^Bj., M&^C)) l'espace 
de Banach de (0, g)-formes sur la boule fermé B r , à coefficients des (k, Z)-matrices à coefficients 
dérivables jusque à l'ordre h > 0, telles que la norme || • \\ r ,h,q s °it fi me ( on ne notera pas les 
dimensions des matrices). On remarque que si u G C '^(B r , Mj^(C)) et v G C 'p(B r , M^C)) 
alors on a l'inégalité \\u A v\\ r> h, P + q < ||^||r,/i,g • Il w llr,/i,p- On rappelle très rapidement la définition 
de l'opérateur de Leray-Koppelman (voir les ouvrages classiques de Henkin-Leiterer |He-Lej . de 
Range |Raj et l'article de Harvey-Polkin |Ha-Poj ). L'opérateur de Leray-Koppelman de la boule 
unité 

T q : C %(5 l5 M M (C)) Cq'^(Bx, M k> i(C)) 
pour q > est défini par une formule du type 

T q u(z):= j u(()AK q ((,z)+ j u(()Ak q ((,z) 
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où le premier opérateur intégral s'exprime en termes des coefficients uj de la forme u, par des 
termes du type 



Ul (0-K((,z)d\(Ç) avec K(Ç,z) = ,f' * 



C6S1 

et le deuxième par des termes du type 



ui(() ■ k(C, z) do(C) avec k((,z) 



\C~z\ 



(Cj - Zj ) ■ Çk 



(<=dB 



\C-z\ 2l+2 - [C-(C-s)] 



n-l-l 



l — 0, n— 2. L'opérateur de Leray-Koppelman T r>q : C Q ' q+1 

g > de la boule de rayon r et de centre l'origine est défini par la formule T r,q := (A^ 1 )* oT q o\* 
avec À r : B\ — > S r l'homothétie de rapport r. Les propriétés de l'opérateur de Leray-Koppelman 
qui nous intéressent sont les suivantes : 

1) Pour toute forme différentielle u E C '^ + ^(B r , Mj^(C)) on a la formule d'homotopie : 

u = BjT r>q u + T rA+ i BjU (6) 

valable sur la boule B r . 

2) Il existe une suite de poids S = (Sk)k>o de la norme de Hôlder introduite précédemment telle 



que pour toute forme différentielle u G Cq'^, 1 (5 r , Mfc^(C)) on a l'estimation intérieure : 



\\Tr,qU\\ r (i_ a ^ h+ l^^ q < C ■ G • \\u\\ rth ^ )q+ i (7) 

avec a £ (0, 1), s (h) = 2n+k+2 et C = C(n, fi) > une constante indépendante de la régularité 
h. La preuve de la formule d'homotopie est exposé dans les ouvrages classiques mentionnés 
précédemment. Une estimation analogue à la (7) à déjà été montrée par S. Webster (voir |We-lj ). 
Nous utiliserons essentiellement les mêmes arguments de Webster pour montrer celle ci. La 
différence avec l'estimation obtenue par Webster consiste dans le fait que la constante C > 
est indépendante de la régularité h. A partir de maintenant on désignera par C une constante 
strictement positive indépendante de la régularité des formes. Pour prouver l'estimation (7) il 
suffit de se restreindre au cas r = 1, la norme étant choisie invariante pour changement d'échelle. 
On considère à ce propos une fonction p £ C°°(R, [0, 1]) telle que p{x) = 1 pour x < et p(x) = 
pour x > 1. On définit alors la fonction de cutt-off Xa, avec ° G (0) 1)) P ar la loi 



1 si |*| < 1- o-/2 

p{2u- l (\z\ -1 + 0-/2)) si 1 - 0-/2 < \z\ 



On aura alors, comme conséquence de l'invariance par translation de K((,z), les égalités suiv- 
antes : 

J?(z)--=d? j u I (()-K((,z)d\(0 = 

çe.Bi 



= ô> y d«- 1 <*(xvu I )(C)-K((,z)d\(()+ j ((l- x *)-u I )(0-dïK((,z)d\(0 

pour \z\ < 1 — a et pour tout multi-indice \a\ = k + 1, k > 0. Ici on désigne par l a un multi- 
indice tel que |l a | = 1 et l a < a. La théorie classique du potentiel (voir par exemple |Gi-Trup 
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nous fournit alors les estimations 



d\° J d«- 1 "( X a-u I )(0-K(ç,z)d\(0 



l-a, fi 



et \d"K((,z)\ < C(n, fi) ■ \( — z\ l 2n l a ' . On aura alors l'estimation suivante : 

\\J?\\i-w < C(n, ^) • a- 2n ~ l ■ \\d a -^( X a ■ + C(n, \a\) ■ (a/2) 1 - 2 ^ • |H| 1; o 

et donc 

Il^l||l-t7,h+l,/i < ^ S\a\\\Jl\\l-cr,n - 



\a\<h+l 



M -||ô Q -%|| l!/1 + 



+a- 2 ™- /l -||n / || 1 , - £ 5| Qr C(n,|«|)-2H +2 "- 1 

|a|<ft+l 

Pour un choix convenable de la suite S := (Sk)k>o, qu'on présentera ensuite, on peut se ramener 
à supposer que ||p||i,s,^ := E«>o s \a\ II^PlIi,^ < +°° et E a >o s \a\ • C(n, \a\) ■ 2l Q l+ 2n - 1 < +00. 
On aura alors l'estimation 

\\Ji\\i-<r,h+i,n < C(n,fi) ■ <j- 2n - 1 • llu/Hi^ + C(n,n) ■ a' 2 " 1 ' 11 - 1 ■ \\p\\ lth>li ■ IKHi,/^ + 

+C • • HujIIx.o < C ■ a' 2 ^- 1 ■ |K||i,^ (8) 

Enfin pour estimer les termes du type 

J?(z)--=% J u I (C)-k(Ç,z)da(Ç)= J Ul (0-d^k(C,z)da(Q 
ÇedBi (edB L 

avec \z\ < 1 — a, il suffit de dériver \a\ + 1 fois le noyau k(Ç, z), de remarquer 1' estimation 
élémentaire : 



\J?(z)- J${z)\ 



Klz-zl 1 -»- J \ Ul (0\-\V z d«k(C,z c )\da(0 



\z — z\v 

(où zç est un point entre z et z) et les inégalités \( — z\ > 3a, \( • (( — z)\ > 3c pour |£| = 1 et 
\z\ < 1 — 3cr. On aura alors l'estimation 

Il Jï\\i-a,v < C(n, |a|) • a - 2n ~ l -\ a \ ■ |H| 1)0 
Par l'hypothèse faite précédemment sur la suite de poids on aura l'estimation 

ll«^2 \\l-a,h+l,fi < C ■ <7~ s< ^ • ||tl/||i,o 

laquelle combinée avec l'estimation (8) nous donne l'estimation (7) sur la boule de rayon unité. 
Venons-en à la définition de la suite S laquelle sera déterminée en partie par l'exigence de 
satisfaire les hypothèses faites dans les calculs précédents. On pose par définition 

A k := max{||d>||i i0 , \\&*u a - 1 \\ 1>o ,s = 0,..,m,} 

\a\=k 
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B k := (max{A k ,C(n,k)}) 1 si max{A kl C(n, k)} / et 1 sinon, D k : = [max| a+(3 | =fc (°^ /3 )] 1 . 
On pose par définition So = 1, S± = B± > et on définit Sfc, k > 2 & l'aide de la formule 
récursive 

< Sfc := mm{2~ k B k , R k , L k , D k ■ min Sj ■ S k -j} 

i<j 1 

où R k , L k sont des constantes qui seront déterminées dans la deuxième étape. On désigne par 
S (lu) la suite de poids obtenue si on pose R k = L k = +oo, dans la définition précédente des 
poids. Avec ces définitions on aura Hw*'" 1 ||i,s < 1| i,s(u>) < Pour simplifier les nota- 

tions on identifiera || • \\ r ,h,iJ,,q = Il • \\r,h et \\d h f\\. = J2\ a \=h ll^/ll» dans la suite - 



3.4 Quatrième étape : présentation du schéma de convergence rapide de type 
Nash-Moser et existence d'une solution du problème différentiel (S). 

3.4.1 Estimation fondamentale du schéma de convergence rapide. 

Dans cette partie de la preuve on va montrer l'existence d'un paramètre de recalibration r\ 
des éléments oo, lequel permettra un contrôle quadratique de la norme des matrices a;*'*, t > 
en termes de la norme des matrices uj*' 1 , t > 0. Ce contrôle est essentiel pour montrer la 
convergence vers zéro de la norme des matrices w*'*, t > obtenues au k-ème pas du procédé 
itératif de la convergence rapide. La convergence vers une solution du problème différentiel (S) 
est appelé rapide en raison de de l'estimation quadratique mentionné précédemment. Avant de 
prouver l'estimation en question on va introduire quelques notations utiles pour la suite. Soit 
lo G VL(B\,p). Pour r G (0, 1) on définit les quantités 

a,h(uj, r) := max{||u^' fe || ri h \ 0<s<m,0<k<m — s} 

c{uj) := max{||w s " 1 || lj5(ti;) | 1 < s < m} 

On remarque que, par définition de la norme de Hôlder, la quantité ah(uj,r) tend vers zéro 
lorsque le rayon r tend vers zéro. Pour tout a G (0, 1) on définit les rayons r\ := r(l — l ■ a rn ) 
pour / = 0, ... ,m + l où on pose par définition a m := a/(m + l). Ensuite on définit par récurrence 
décroissante sur k = m, ...,0, les constantes L k = L k (C, c(uj)) > par les formules L m := C et 
Lfe_! := max{C, 2c(uj) - C -L k }. A partir de maintenant on désigne par e G (0, 1/2) une constante 
fixée telle que pour toutes les matrices A G M p ^ Ps (C) telle que ||^4|| < e on a l'inversibilité de la 
matrice I Ps + A. Avec ces notations on a la proposition suivante. 

Proposition 3.4 Supposons donné oo G Q(Bi,p), a G (0,1), r G (0,1), h G N et les poids 
< Sj < Sj(u>), j = 0, ...,h + 1 de la norme de Hôlder \\ ■ || r ,fc+i- Supposons que le rayon r soit 
suffisamment petit pour assurer les estimations 

Lo(C,cH)-a m ( m+1 )- s W .a h (u,r)<e 

et ah(io,r) < 1, où la quantité ah(uj,r) est calculée par rapport au poids Sj, j = 0,...,h. Sup- 
posons de plus que le poids S^+i soit suffisement petit pour pouvoir assurer l'estimation : 

Sh+l\\d h+1 iO S i k \\ r ,^ < ||<^/ fe ||ryz 

pour tout k = 0, ...,777, s = 0, ...,777 — k et \I\ = k + 1. Si on définit les composantes i] s ' k 
du paramètre de recalibration rj G "P(-B r (i_ CT )) par la formule de récurrence décroissante sur 
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rf fc := -T rm _ k , k (u s > k + u s+k+1 ^ A rf> fc+1 + (-1)V- W Au; 5 - 1 ) G M Ps+k , Ps (S / (B rm _ J) 
poî/r s = 0, ...,m — k, alors on aura la validité des estimations 

(9) 



^ k \\ r{1 - a) , h+1 <L.a^ +1 ^-a h {u,r) 



(10) 



pour tout k = 0,...,m, avec L = L(C,c(uj)) : = max^ > 0, R = R(C,c(lu)) > constantes 
positives et u(m, h) := [(m + 2) • m + 1] • s(h), (m > 0, h > 0). 

Preuve. Dans les calculs qui suivront on utilisera les identifications = a^(u;, r) et c = c(oj). On 
commence par prouver l'estimation (9). Si on définit a m j > par la formule r/ + i = n(l + o- m ,i) 
on a que / > a m . On obtient alors à l'aide de l'estimation (7) et d'une récurrence élémentaire 
décroissante sur k = m, ...,0, l'estimation suivante 



\V 



>,k I 



_ k+1 , h+ i < L k ■ ^(m-fc+D-W . ah 



(H) 



laquelle prouve l'estimation (9). Venons maintenant à la preuve de l'estimation (10). Pour cela 
on définit les troncatures r/^ := (r][t] s ' h )s,k £ ^"(^r m _ t ) du paramètre 77 définit dans l'hypothèse 



de la proposition (3.4), de la façon suivante; rj^ s,k := si k < t et r]\^ s ' k := r] s,h sur la boule 



B rm _ t , si k > t. Par définition de la recalibration avec paramètre rï[fc +1 ] on aura alors : 

,S,fc , ,S,fc 1 , ,s + fc + l, — 1 A s,fc+l 



UJ 



V[k+i] 



- x - + LU s+k+1 '- 1 A r/ s ' fc+1 + (-l)Sy 



sur la boule B-, 

décroissant sur k = m, ...,0, l'estimation quadratique 

, k+1 ,h+i < Rk-o- m y ■ a h 



, , ll _ k _ 1 pour k = 0, m. On montre maintenant à l'aide d'une récurrence en ordre 
: m, ...,0, l'estimation quadratique 

(12) 



1, ,;k 1 



où Rk = Rk(C,c) > est une constante positive, b(m,k,h) := 2{m — k + 1) ■ s(/i) si fc > 1 
et b(m,0,h) := 2m + 1. Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la 



12 

définition de la matrice uj v ', 2] dans le cas m = 4. On commence par prouver l'estimation (12) 



P0 

,1,-1 



PI 



P2 



P3 



P4 



LU 1 - \ 










\ v 0,3 








v l,2\ 




g jT) l,2 






\ 





FiG. 5 - 

pour les indices k = m, 1, (on suppose donc m > 1 dans les calculs qui suivront). En utilisant 
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la formule d'homotopie pour l'opérateur <9, et la condition (3o, m ) on a, pour k = m, les égalités 
suivantes : 

= â.?? ' m + Lo m '° A 7] ' m - (-l)"V* m A i^; , + u°' m = 

'l[m\ J ' ' \ / i l l[m\ 



i~p » . ,0,m , ,m,0 « rp 0,m , / im/m , ,0,ra\ A , ,0,0 _ 

— lr,m+lOjUJ' - U Ai r ,mW +l _i J Ur,m^ )AW^ - 



^(-l) m ^T r , m+1 {u?> m -i A u/^) - W m '° A T r ^ m + (-l) m (T r , m 
j=0 



A w 



0,0 

^[m] 



Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la relation (3) dans le cas où 
k = m. 



w u ' u 1 



3 4 



P0 



Pi 



P3 



P4 



FiG. 6 



On remarque que la relation (3o, m ) est la seule, parmi les autres relations (3,,,), qui ne présente 
pas de facteurs de type eu*' -1 dans les termes quadratiques. On estime maintenant la norme de 
la matrice l'aide de l'expression précédente. On obtient l'inégalité suivante : 

II, A™ Il s" r 1 s(ft) 2 , il, ,m,0 A rp ,0,m|| , 

\\^ [m] \\ri,h+l < C ■ a m V; - a fe + ll w A VW' \\r u h+l + 



j-lIfT , fi,m\ a , ,0,0 1 1 , „ ||„0,mi|2 

+ \\(l r ,mV ' ) AW ||ri,h+l + C- \\T] || ri)h+ i 

Le dernier terme est présent dans l'estimation de la norme Iln,h+i seulement si m = 1, car 

w »?['m] = w0 ' si m > 2. En utilisant l'hypothèse faite sur le poids Sfe+i et l'estimation (11) on a : 



\LO 



0,m I 



■S r< ^r~ s (^) ^,2 | r)|| ,TO,0|| ||Tn ,0,»7Ï|| , 

u h+i S o • cr m • a h + 2||u; || rjh • ||i r , m u> ||ri,h+i + 



+ 2||J r ,m.^ ||ri,/i+l ■ ||^ \\r,h + C- O ■ C7 w • O fe 



ce qui prouve l'estimation cherchée 



V[m] \\ri,h+l 



< R, 



m u m 



■ a h . Montrons maintenant 



l'estimation quadratique (12) pour 1 < k < m (si m > 2, autrement il n'y à plus rien a prouver) 
en admettant qu'elle est vraie pour k + 1. En effet en considérant les égalités suivantes on a : 

= drf* + ^ s+fc '° A v s ' k ~ (-l)V' fc A w»£ + ^; fc fc +i] = 



= T Pm _ fc , fc+1 i3 + ,/+ fc > A ^ k - (-l)V* A w . 
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En utilisant la relation (3) pour les matrices et en explicitant les dépendances effectives 

de ??[fc+i] dans celles ci on a : 

-(-l) fc T rm _ fc>Jfc+1 (<* A,/' ) - T rra _ fc , fc+1 (, s+y A W ff +11 ) - 



rç[k+i] 7 "'m-tAtir '"~V[k+i]> 

k-1 

- ^(-l) fc ^T rm _ fcife+1 ( w «+* fc -' A u,'*) + c s + fe >° A v s > k - (-l)V > fc A 



(remarquons que = a;*' car k > 1). On estime donc la norme des matrices à l'aide 

de l'expression précédente. 



LU. 



,, +1 <2 C .C-a m s W.||< fc +;|| rm _ fcA + 



»,k il 



+2C-C- a-^ h \\\^ k \\ rrn _ k , h + 2c|| î? -' fe+1 || rm _ fci ,) • \\u,->°\\ rm _ k , h + C • <C< fc > ■ a\ + 
+ || w -+*.0 A n s > k \\ rm _ k+uh+1 + ||rf' fc A u a >% m _ k+1 , h+1 + 

i o„ ||„S,fc|| ll/n'i^ll 

+ lc ' II 7 ? ||r m _ fc+ i,h+l • II 7 ? ||r m _ fc+ i,M-l 

Le dernier terme est présent dans l'inégalité précédente seulement si k = 1, car w*,'^ = si 
fc > 2. En utilisant l'hypothèse inductive, l'inégalité (11) et l'hypothèse faite sur les poids Sh+i 
on aura l'estimation suivante : 

Htl Wrm- k+ uh + i < 2c • C ■ R k+1 • ff -P(»- fc )+ 1 ]-( fc ) • al + (2c • C + C) ■ a~ 3 ^ ■ a\ + 

_i_/1^ 2 r~< T „—(m—k+2)-s(h) „2 , on, ,s+fc,0ii ll^/cii _j_ 

+4c ■ O ■ ■ a y '-a h + 2\\Lû ' \\ r ,h ■ \\V \\r m _ k+1 ,h+i + 

i9l|„s,fc|| II, ,s,0 il , „ t-2 -2(m-k+l)-s(h) 2 



ce qui prouve l'estimation (12) pour tous les indices k = l,...,m. Venons-en maintenant à la 
preuve de l'estimation (12) pour k = (et m > 0). On pose par définition 9 S, ° := (I Ps -\-r] s, ° " 1 - 

s,0 
»7[0] 



I Ps G Mp 3 , Ps (£x{B rm )). On peut alors écrire w»! = sous la forme 



, ,s 



= 5s -! . (d jV s '° + w s '° A 7] s '° + rf' 1 ' 1 A ^- 1 ' A lu 3 '- 1 + rf- 1 ' 1 A g ;\ • c/'" 1 A rf'° + ) = 

= & 1 • (r rtn ,i 3^;° + ù/'° A rf' + rf" 1 ' 1 A O 3 ' 1 ' A u^ 1 + r, 3 ' 1 ' 1 A ^ • a/'" 1 A rf' ) = 

En utilisant la relation (3) pour la matrice et en remarquant que co*'^ 1 = on obtient 

l'expression 

= 57 1 • ( - r w (wç; a ^°) + r^,!^;- 1 ' 1 a + r^,^ 1 ' 1 a 

+a/'° A rf' + rf" 1 ' 1 A fl»" 1 ' A te 5 '" 1 + rf" 1 ' 1 A ^ • te"'" 1 A rf' ) 
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Le fait que sup zgBr(i _ CT) ||r/ s ' (z)\\ < e < 1 implique l'égalité 

oo 
3=1 

(a priori la série précédente est convergente en topologie C° vers l'élément 9 S, ° de classe C°°, 
mais une étude élémentaire plus précise, dont on n'aura pas besoin ici, montre que l'estimation 
précédente sup zeB \\r] s ' (z)\\ < e < 1 est suffisante pour assurer la convergence de la série 

en topologie C h pour tout h). L'inégalité 

\\v s '°\\r(i-a),h + i < L ■ a-^ +1 > s W . ah <e<l/2 

implique la convergence de la série précédente en topologie C h+1,fJl (B r ^ 1 _ a ^) et permet d'effectuer 
les estimations 



oo 

3S,0| 



I s- M __s,0 M J s n||„s,0|| 

lr(l-<r),h+l S 2^ II 7 ? Wr{l-a),h+l ^ ^ llr(l-<r),ft+l 

3=1 

e ^ llâ'^ 1 ||r(i-(T),/i+i < 2. En utilisant alors l'estimation (11) et l'estimation (12) pour k = 1, 
prouvée précédemment on obtient les estimations 

ll<, \\r(i-a),h + i < 2C ■ a~ s ^ ■ (a h + 2L X ■ a- m <V ■ a h ) 2 + AC ■ a~ s ^ -c-Ry a~ 2m ^ ■ a 2 + 

+4||^ S '°||r,h • |h S ' ||r(l-«T),ft+l +2ch S - 1 ' 1 || r(1 _ (T ), /l+1 • W~ X *\r{\-a),h+\ + 
+4 C ||r/ S - 1 ' 1 || r(1 _ (T)ife+1 • \\r] S '°\\r(l-a),h+l < 

< 2C ■ a m s ^ -al + SC-Ll- a ^+i)-s{h) • a\ + 4C • L x ■ a m ^ m+1 > s ^ • a\ + 

+4c-C-R 1 - a ^+i)-s{h) • a\ + 4L • a^ m+1 > s ^ ■ a\ + 4c ■ L x ■ L ■ ff -(2m+i)-W . a \ 

ce qui prouve l'estimation (12) dans le cas k = 0. On remarque aussi que les calculs faits pour 
montrer l'estimation (12) montrent aussi l'estimation 

||T rm _ fc , fc+1 d^f k+i] \\ r{1 - a) , h+1 < Q ■ a~ b ^ k ^ ■ a 2 (13) 

pour tout k = 0, ...,m, (où Qk = Qk(C,c) > est une constante positive) que on utilisera pour 
prouver l'estimation (10) sous la forme plus précise suivante : 

ll^^ll.d-.),^! < ^ ' - (14) 

où R' k = R' k (C,c) > est une constante positive. Considérons pourtant l'expression suivante de 
uj^' k , pour k = 0, m 



k k-1 

,s,k 



9s+k ■ [ d j r l S ' k + Y, ujS+j,k ~ j A ^ ~ ^(-l) fc ~V +i ' fc ~ i A utf + 

3=0 3=0 



+(-i) k r ] s ~ 1 ' k+1 a e s - lfi a k/'- 1 + (-i) V -1 ' fc+1 a g;\ ■ ù/'- 1 a ï] s '° + uj°> k +i] ) = 

3=0 3=0 

+ (-1) V _1 ' fe+1 A A uj s >~ 1 + (-1) V -1 ' fc+1 A g-i^ . u s,-i A ^ 
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Dans le cas k = l'estimation (14) dérive banalement de l'estimation (12) étant = c^' [0] . On 
montre maintenant l'estimation quadratique (14), pour tous les indices à l'aide d'une récurrence 
croissante sur k = 0, ...,m — s, appliquée à l'expression précédente de la matrice uj'^' k et à l'aide 
de l'estimation quadratique (13) . On suppose vraie l'estimation (14) pour tout j = 0, k — 1 et 
on considère l'estimation suivante en rappelant l'hypothèse faite sur le poids Sh + i de la norme 
de Hôlder et l'inégalité a/j < 1 : 

k 

K ,fc Ui-a),h+i ^ 2 Qk ■ <y^ 2{m - k+1)<h) ■ a 2 h + 4^11^+^-^!^ • ||^'|| r(1 _ ff))ft+1 + 

3=0 

k-1 

i \ \\^ s +3,k—j \\ il, ,s,j\\ , q„||„s— l,k+l 1| 1 1 _,»,0 1 1 s- 

+ 2^11^ \\r(l-a),h+l ■ \\Uri \\r(l-a),h+l + °C\\V \\r(l-<r),h+l m \\V \\r{l-a),h+l < 

3=0 

k-1 

< {2qk + 4 (jfe + 1) ■ L) ■ «^(m+iJ-W ■ a 2 + ^(^-j ■ ■ aJ m+ ^ +2 > m+1 ^ ■ a 2 h + 

3=0 

+8c-L k+1 -L -a-J 2m+1 > m - s ^-al 
ce qui prouve l'estimation (14) et donc l'estimation (10). □ 

3.4.2 Bon fonctionnement du procédé itératif. 

Dans cette partie on va établir les hypothèses qui permettent d'appliquer l'estimation fon- 
damentale (10) à une étape quelconque du procédé itératif. On commence par préciser les 
paramètres qui contrôleront les étapes de la convergence rapide. Pour cela on définit d'abord les 
paramètres a k := e~ k ~ 2 qui contrôleront les restrictions des rayons des boules, lesquels sont défi- 
nis de façon récursive par la formule r k+ \ : = r k (l — o~ k ) pour tout entier k > 0. Bien évidement 
le rayon limite 

oo 

roo := lim r k = r TT(l - a k ) 

k^+oo 

k=0 

est non nul, car — Ylk^o^ëi^ ~ a k) < CstY^=o a k < 00 • Ensuite on désigne par r(k,l) := 
r k {l — l • <J mt k), l = 1, m + 1 où o m ,k '■= Cfc/( m + !)■ Pour le choix du rayon initial on 
considère les suites numériques 

k— 1 

a k (r) := a (r) || iî ■ 

3=0 

Pk(r) := &o(rf ■ ^P 2 ^ ■ e'^ 2 ^ 

3=0 

où bç){r) := P • cr m ^ +1 ^ s ^ ■ ao(r), P > 0, P > sont deux constantes (dépendants seulement 
de m) et j(m,j) est une fonction affine strictement croissante en j. On rappel que par définition 
de la norme de Hôlder on a que la quantité ao = ao( r ) tend vers zéro lorsque r > tend vers 
zéro. Avant de faire le choix du rayon initial on a besoin du lemme élémentaire suivant. 

Lemme 3.4.2 . 7/ existe p £ (0, 1) tel que ; 

(A), pour tout r G (0, p] les séries numériques X^>o afe ( r ) e ^ Sfc>o^ fc ( r ) son ^ conver 9 en tes. 
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oo oo 

lim Y] a k (r) = 0, lim V (3 k (r) = 



k=0 k=0 



(C), pour tout r G (0, p] et K > on a les inégalités a k {r) < 1 et I3k{r) < e 

Preuve. Par le critère du rapport il suffit de vérifier que les suites \n.{a k+ \/ a k ) et \n((3 k+ i/ (3 k ) 
tendent vers — oo lorsque k tend vers +oo. En explicitant les logarithmes on a : 

fe-l k-l 

hx(a k+1 /a k ) = 2 k • (lnao(p) + T 1 (ln H) £2"' - 2' 1 £ u(m,j)2^ W mj ) - 

i=o i=o 

— v(m, k) ln cr mi fc + ln H 

k-l k-l 

ln(/WA) = 2 fc • (lnbo(p) + 2- 1 (lnP) £ 2"' + 2" 1 ]T 7 (m, j)2^) + 7 (m, k) + lnP 
Il suffit donc choisir p > suffisamment petit pour assurer les inégalités 

oo oo 

lnao(p) + 2- 1 (lnP) 2 _J ' + 2" 1 i/(m, j)b' + 2 + ln(m + l)]2~ j < 



ln b (p) + 2- 1 (ln P) 2 ~ 3 + 2_1 E ÏÏ 2 ~ j < 
j=0 3=0 

(se rappeler la définition de Uj). On aura alors la convergence voulue pour les suites ln(a k+ i/a k ) 
et ln(P k+ i / p k ) . Le fait que pour tout entier k > les quantités a k (r) et (3 k (r) tendent mono- 
tonement vers zéro lorsque r tend vers zéro, implique par le théorème de la convergence dominée, 
les conclusions (B) et (C) du lemme. □ 
D'après le lemme précédent on peut choisir le rayon initial ro G (0,p] de telle sorte que l'iné- 
galité J2h=o Â( r o) < 1/2 + l/(41n2) soit satisfaite. Dans la suite on notera a k ■= a k (ro) et 
Pk '■= Pk( r o)- On définit maintenant le paramètre rj k+ i, qui contrôle la recalibration des éléments 
Wfc, fc > au fc-ème pas du procédé itératif (on désigne avec u>q = uj le choix initial de u> associée 
au système (S) = (S^)), de la façon suivante; on définit récursivement en ordre décroissant sur 
t = m, les matrices 

%ti ■■= -Tr { k,m- t) ,t (^+-r +1 ^ 1 A%::t i +(-i) t c 1 / +1 A-r 1 ) e M Ps+UPs ^\B r{k , m - t) )) 

et on pose 77^+1 := {r] k +i)s,t £ P(Pv(fc,m))- On va justifier ensuite l'estimation sup z6Br < 
e qui assure l'invertibilité de la matrice g s ,k+i- On définit alors les matrices w^+i '■= ^ 

Mp B+k:Ps (£^ t+1 (B rk+1 )) pour tout t = —1, ...,m. Les constantes R k , L k qui apparaissent dans la 
définition des poids S = (S k )k>o de la norme de Hôlder sont définies par les formules : 

P fc+ i := max{||u;£; jll^ /||9 fc+1 u;^ / || rfciM | < s < m, < t < m - s, \I\ = t + 1} 
L k+1 : = max{2- fe - 1 ||< 7s (A ; ) ±1 || rfc ^ /\\d k+1 g a (k) ±1 \\ rk ^ | < s < m} 
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pour tout entier k > 0. Ici on suppose que max{||u;£' j|| rfc ,/i I < s < m, < t < m — s, \I\ = 
t + 1} > 0, autrement il n'y a rien à prouver. Avec ce choix des poids Sk > on aura que les 
inégalités 

(15) 

S^Wd^g.ik)^, < 2- k - 1 \\g.(k) ± % kt , (16) 
seront satisfaites pour tout entier k > et t = 0, ...,m. On pose par définition 

afc := max{||u;jk* \\ rk ,k \ < s < m ,0 < t < m — s} 

bk ■= H ■ cr m ^ +1 ^ S ^ • a,t et c = c(a;o)- Avec les notations introduites précédemment on a la 
proposition suivante. 

Proposition 3.5 Pour tout entier k > on a les estimations suivantes ; 

< H ■ <T k) ■ 4 < 1 (17) 
Kîillr fc+1> fc+i<6fc<e<l/2 (18) 

||Wfc+l ||r fc+ i,fc+l <4c (19) 

où H := max{ R(C, 4c), L(C, 4c)} > /es inégalités at < ak, bk < /3fc. 

Preuve. On montre les trois estimations précédentes à l'aide d'une récurrence sur k > 0. Pour 
k = on a d'après le lemme (3.4.2), la validité des inégalités ao(r) < 1 et /3o( r ) < e < 1/2. On 
est donc en position d'appliquer la proposition (3.4), laquelle assure les inégalités (17) et (18) 
pour k = 0. On obtient alors l'estimation ||î?*'°||ri,i < 1/2 laquelle, pour les calculs faits dans la 
preuve de la proposition (3.4), assure les inégalités \\gfl \\ ri ,i < 2 qui assurent donc l'estimation 
(20) pour k = 0, car 



LU 



''" ,1 < ||5 S -1 ,1 ||ri,l ■ ||^ S ' 1 ||ri,l ■ ||5s,l||n,l 



ri 



Supposons maintenant par hypothèse récursive que les estimations (17), (18) et (19), sont vraies 
pour tout l = 0, k — 1. L'inégalité (17) implique alors l'inégalité 

bi+i < P ■ e~ t(m ' l) ■ 

pour les indices en question. On obtient donc les inégalités ai < ai < 1, h < j3i < e. Le fait que 
par hypothèse inductive on dispose de l'estimation 1 || rfc ,fc < 4c permet alors d'appliquer la 
proposition (3.4) laquelle assure la validité des estimations (17) et (18) pour l = k. En particulier 
l'estimation (18) assure la validité de l'estimation 

Kîilk +ll fc+i<^<e<l/2 

On passe maintenant à l'estimation des normes ||w^ 1 1 || rfe+li A!+i- On a par définition des matrices 
imation 

fe+l 1 ||r fc+ i,fc+l < llffs-l^ + l) _1 ||r- <:+1 ,fe+l • ll^'^lk+^fc+l • \\9s(k + l)||r fc+ i,fc+l 



^k+i l'estimation 
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La condition (16) sur les poids implique que pour tout k > on dispose de l'inégalité 

ll^fc + l^llr^fc+l < (l + 2- fc - 1 ) • ||5S +1 ||r fc+ll fc+l • ll&W^lk* 

L' hypothèse inductive nous permet alors d'effectuer les estimations suivantes pour k > 1 

fc+i fc+i 

+ l)|| rfc+1)fc+ l < 11(1 + 2-i) + K^'Xi,,) ^ 

3=2 j=l 



fc+l 

E 

j=l j=Q 



K+i oo 



et 



fc+l fc+l k+l 

\ 9s (k + 1)- 1 !!^,^! < na + 2- j ') • n n^iik-.j < • n^ 1 - K^ii^-r 1 ^ 

j=2 3=1 3=1 



fc+l 

El 

i=l j=0 

s-l\ 



K-tl OO 

<^-exp (2(ln2)^||r?j'°|| r ,, J ) <^-exp (2(ln2) £ <2 



(rappeler le choix initial du rayon ro). On obtient donc l'estimation voulue || rfe+1 ,fc+i < 4c, 

ce qui conclu la preuve des trois estimations (17), (18) et (19) pour j = k et donc pour tout 
entier positif k. □ 

3.4.3 Convergence vers une solution du problème différentiel (S). 

Avec les notations introduites précédemment on a la proposition suivante. 

Proposition 3.6 . Les limites 

rf'* : = lim rj(k) s,t 

fc^oo 

s = 0, ...,m, t = 0, ...,m — s existent en topologie C h,fl (B roo ) pour tout h > et ils constituent 
les composantes du paramètre de recalibration r/ = (r] s,t ) St t G ^(Br^), solution du problème 
différentiel (S). 

Preuve. Nous commençons par prouver l'existence des limites 



9s ■= T\g s ,3 = lim g s {k) = l Ps + lim rj(k) 

fc^oo fc^oo 

J>1 



en topologie C h ^{B roo ) pour h > quelconque et le fait que les matrices y s sont inversibles. 
On aura alors i] s, ° = g s — I Ps . On déduit immédiatement de la proposition (3.5), les estimations 
Ihfc'llroo.h < h < 1/2 et \\g,(k) ±1 \\ roo:h < 2 pour tout k > h. Le fait que g s (k + 1) - g s (k) = 
Vk+i ' 9s(k) implique les estimations suivantes : 

\\g s (k + 1) - g 3 (k)\\ roo ,h < KÎJrao.f» ■ 11^(^)11^, h < ^K+iWr^^ < Wk 
pour tout k > h On a alors 

oo h oo 

^|| 5s (/c + l)- 5s (/c)|| rooih <^||<7 s (/c + l)- 5s (/c)|| rooih + 2 /3fc<oo 

fc=0 fc=0 k=h+l 
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et donc l'existence des matrices g s G C h '^{B roa , M PsjPs (C)) pour tout h > telles que 

oo 

# s = lim g s (k) = I Ps + + 1) - g a (k)) 

fc^oo £ — » 
fc=0 

en topologie C h,tl (B roo ). D'autre part l'égalité 



g s (k + l)- 1 - g s (ky l = 9s(ky l £ (-îy'^y 

i=i 

permet d'effectuer les estimations suivantes 

oo 
i=l 

pour tout k>h, lesquelles assurent la convergence de la série 

oo h oo 

^Hs^fc + l)- 1 - gs(k)~ l \\ rooth < Y^hsik + iy 1 -9s(ky 1 \\r x ,h + 4: ^ /3 fc <oo 

fc=0 A;=0 k=h+l 

ce qui prouve l'existence des matrices p s G C h '^{B roa , M PsjPs (C)) telles que p s = lim^^ g s (k)~ 1 
en topologie C h,fl (B roo ) pour tout /i > 0. On a alors l'égalité I Ps = lim/^oo g s {k)-g s {k,y 1 = g s -p s , 
qui montre que g s G GL(p s , £{B Too )) et p s = gj l . Montrons maintenant l'existence des limites 
rj s,t pour t > 1. En rappelant l'expression des composantes rj(k) s,t , t > 1, du paramètre 
introduite dans la sub-section (3.2) et en tenant compte de l'existence de la limite g G r(C7) 
prouvé précédemment, on déduit que il suffit de prouver l'existence des limites 



£^ Y A f S+CT '(r,r)(ir-l)-î? J v aT ' r ' Tp(T)+1 r -5s+a(r,r)(ir) 1 

r G A t , t > 1 en topologie C h,fl (B roo ), avec /i > quelconque, pour obtenir l'existence de la 
limite rj s,t G M Ps+ttPs (£ a y (B roc )) . Il suffit donc de prouver que pour tout h > p(r) la limite 

lim ^ ] [ \\g,(j r - 1) • r]'l' ■ g,{jry l \\ roa ,h = 



>0 ° JeJ fc (p(r)) r=l 



= , lim Y Y Q — 1) ■ Î7*'* •5.(»r)" 1 ||r 00 ,ft 



*+p=p(r) 764(1) r=l 
«,p>0 



i&jh,k{p) r=i 



est finie. Ici on pose par définition Jh,k(p) '■= {«/ G {/i + | ji < ... < j p }, J^(0) = 

Jh,k(ty '■= 0, (rappeler la convention faite sur les symboles de somme et de produit). On considère 
pourtant les estimations suivantes pour 1 < p < p{r) 



p 

£So Y II ll^-OV — l)||roo,h * ll»7Î;"llroo,ft • ll^»C7'r) _1 ||roo,h < 



J£J h , k (p) r=1 JeJ h , k (p) i= h +P 
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La dernière limite est finie par le critère du rapport, rappeler en fait que lim^^ Pk+i/Pk = 0, 
d'après la preuve du lemme (3.4.2). On a donc prouvé l'existence du paramètre limite r] G 
V(B roo ). Prouvons maintenant qu'il constitue une solution (de classe C°°) pour le problème 
différentiel (S). En effet l'existence de la limite r/ en topologie C h ^{B roo ), pour h > 1 implique 
les égalités 



s,t 



k^oo 



s,t i. s,t 



en topologie C h 1,fl (B r oo ). En rappelant l'inégalité < obtenue dans la preuve de la propo- 
sition (3.5), on obtient 

im'*|| r ,o = lim lkfc*l|r,o < lim afc = 



k— >oo 



ce qui prouve que rj G V{B rao ) est une solution du système différentiel 



s,t n 

uj„ = U 



s = 0, m 
t = 0, m — s 



qui n'est rien d'autre que le système différentiel (S). 



□ 



3.5 Cinquième étape : fin de la preuve du théorème 1. 

L'étape précédente montre que on peut se ramener à considérer le diagramme commutatif 
suivant. 







{Kerd\ v 



v 



v 







8 







1> 



tp <g> I ( o,i) 







<p <8> I(o,i) 



0,l\©pi 



avec V := B roo , îp := tp g , <p, = p 9 , g - Ce diagramme est exact, sauf pour l'instant au niveau des 
premières flèches verticales à gauche. Pour conclure il nous reste donc à montrer l'exactitude de 
la suite 



i ïh> q(Bpo î± {Kerd), v 



On identifie (p = (<p\, <p pi ), îp = (ipi, ip po ), on indique avec ipf G Ox{V) la k-ème com- 
posante de <pi, et on pose 



a k ,x ■= O x pl x + ... + O x <p K pux < O x 

Le fait que (a,k, x • £ x ) n O x = cik, x (par définition de fidélité plate de l'anneau £ x sur l'anneau 
O x . On peut aussi déduire l'égalité précédente en utilisant un résultat beaucoup plus simple, 
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i.e la fidélité plate de l'anneau des séries formelles £ x /m°°(£ x ) = Ô x en x, sur l'anneau O x 
fvoir |Maï] )) implique la surjectivité du morphisme 

où 1Z ('0) = 1Z (ijj) n O® po désigne le faisceau des relations holomorphes de ip. On pose par 
définition 

T := Im{$ v . : 0® pi — ► (Kerd). v ) 



L'exactitude de la suite O 



©Pi îh, q®po îh 



T — > et la platitude de l'anneau £ x sur l'anneau 



O x impliquent l'existence du diagramme commutatif exact 



c5i _ 4>\ <8>I 



avec a : YLk $k,y ® 0y h,y ^ Efc V'*,» ' /fc,» ■ 0n a alors £|v - ? ®o £ v Les égalités 



' ,: ' zL^ ^ fc >^ 



/'(I 



Y,^,y ® 0y djfk, y =J2^>y ®£y 8 J^,y 



fc=l 



fe=l 



fc=l 



PO po 



k=l k=l 

impliquent la commutativité du diagramme suivant 







qui montre que T = (iferd),^, ce qui démontre le théorème 1. 



4 Un résultat d'intégrabilité des connexions sur les faisceaux de 
^-modules au dessus d'une variété différentiable. 



Le présent travail s'est situé principalement dans le cadre complexe car c'était notre principal 
intérêt. Toutefois, il est possible de déduire aussi un résultat d'intégrabilité dans le cas des 
variétés C°° . Considérons en effet (X,£x) une variété C°° (£x = £x(^) représente ici le faisceau 
des fonctions C°° à valeurs réelles) et D : Q — ► Q ® £ £{T X ) une connexion sur le faisceau 
de £x (K)-modules G où K = M, C. Si le faisceau des sections parallèles KerD engendre G sur 
alors évidement D 2 = 0. Le théorème suivant donne une réciproque de ce fait dans un 
cas particulier. 
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Théorème 2 Soit (X,£x) une variété différentiable et soit G un faisceau de £x(&) -modules, 
muni d'une connexion D : G — ► G ® £x £{T X ) telle que D 2 = 0. Si de plus le faisceau G 
admet localement une £(K) -résolution de longueur finie, alors le faisceau des sections parallèles 
KerD engendre sur £xfâ) le faisceau G qui est le faisceau des sections d'un système local de 
coefficients et le complexe (G <8> £ £(A'T X ) ;D) est une résolution acyclique du faisceau des 
sections parallèles. Il existe alors l'isomorphisme fonctoriel de De Rham-Weil H k (X, KerD) = 
H k (T(X,G® £x £(A'T x ));D). 

Preuve. On commence par substituire formellement dans les étapes de la preuve du théorème 
1 la connexion d avec D, les opérateurs dj avec d et l'opérateur de Leray-Koppelman avec 
l'opérateur d'homotopie de Poincaré 

P q : C% +1 (B r ,M kjl (K)) — » Cj(S r ,M fc> ,(K)) 

pour q > 0. Il est élémentaire de vérifier que on peut choisir une suite de poids 5 = (Sk)k>0 C 
(0, +oo) pour les normes C h de telle sorte à obtenir une estimation du type ||P 9 u|| r /, < C ■ \\u\\ r ^-, 
avec C > indépendante de la régularité h > de la q + 1-forme u. A condition de réstraindre 
opportunément le rayon r > on obtient un schéma de convergence rapide considérablement 
plus simple que celui explique dans la preuve du théorème 1. En effet dans le cas on considération 
on a pas besoin de réstraindre les rayons de la boule pendant les étapes du procédé itératif car 
on dispose de l'estimation précédente. Les détails de simplification et d'adaptation du procédé 
itératif relatif à la preuve du théorème 1, au cas en examen sont laissé au lecteur. On obtient en 
conclusion une £(IK)-résolution locale, à partir d'une £(K) -résolution initiale, telle que les nou- 
velles matrices 0j (ici on utilise les mêmes notations du théorème 1) soient toutes constantes. 
En particulier le fait que (p\ = Cst implique que G est un faisceau de £(K)-modules localement 
libre. La suite du théorème 2 dérive alors de résultats classiques bien connus du lecteur. 
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